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概 要 Coq や Agda などの定理証明支援系では、依存型を使ってプログラムの性質を
正確に記述することができる。一方、依存型をもつ言語の多くは副作用を許さない。実
際、依存型付きの言語で副作用を無制限に許すと、その言語が論理体系として矛盾する
ことが知られている。そこで、適切な制約を設けながら、依存型と副作用を組み合わせ
る試みがなされてきた。本研究では、限定継続命令 shift/reset をもつ依存型付き言
語を考える。shift/reset はさまざまな effect の模倣を可能にするが、その応用例や
型システムは単純型や多相型付きの言語で考えられてきた。本稿では、shift/reset に
対する依存型システムを設計し、その健全性を示す。また、shift/reset を含むプログ
ラムから、これらを含まないものへの CPS 変換を定義する。さらに、shift/reset を
使ったプログラムが論理的にどのような意味を持つかを考察する。

1 はじめに

依存型はプログラマにとって欠かせない要素の 1つとして認識されはじめている。型はプログラ
ムの信頼性を高めるが、特に依存型を使うと、型の中に項レベルの計算を含ませることによって、
プログラムの性質をより正確に記述することができる。このことから、Coq [30] や Agda [24] と
いった依存型付き言語は、プログラム検証や定理証明などの目的で広く使われている。
依存型付き言語の多くは pure な項、すなわち、副作用を起こさない項のみを許す。副作用の欠如

は、こうした言語を実用的な目的で使用する妨げとなるが、一方で、依存型付き言語を 1つの論理
体系として見たとき、この制約は妥当であるようにも思える。たとえば、let x = get () in e（get ()

は状態の値を返す計算）という項の中で、e の型が x に依存するとしよう。すると、この項の型は、
実行時の状態の値に依存する。本来、型はプログラムの性質を静的な情報としてユーザに提供する
ものであるため、実行時の環境という動的な情報に左右されるべきではないが、依存型付き言語の
中で副作用を無制限に許すと、型が静的に定まらなくなり、その言語を定理証明のツールとして使
うことが難しくなってしまう。このような背景から、依存型と副作用をともにもちつつ、論理とし
て意味をなす体系を築くための研究が行われてきた。その結果、依存型とプリミティブな effect を
もつ言語 F⋆ [28] や、より一般的な effect を許す依存型付きの計算体系 [1, 32] などが生まれた。こ
れらはいずれも、型に現れる項を pure なものに制限するという方針をとっている。
本研究では、限定継続命令 shift/reset [13] をもつ依存型付き言語を考える。shift/reset は

さまざまな effect の模倣を可能にするほか、部分評価アルゴリズムや Web アプリケーションの実
装にも有用であることが知られている [12, 21]。したがって、依存型と shift/reset をともにもつ
言語を設計すれば、前者を使って項の性質を正確に記述しながら、後者を使って複雑な動作を実現
することが可能になる。継続を明示的に扱うことは一種の副作用であるため、shift/reset を依存
型付きの言語に導入する際には、何らかの制約が必要となることが容易に想像されるが、本研究で
は、effect と依存型に関する先行研究と同様に、型に現れる項を pure なものに制限する。このよう
な制限を与えると、健全な型システムを設計することができる。
本稿ではまず、単純型付き λ 計算における shift/reset の振る舞いを説明する（2 節）。次に、

計算体系を依存型で拡張し、例を用いながら、型の依存性を pure な項に制限する理由を明らかに
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する（3 節）。この議論に従って、shift/reset をもつ依存型付き言語 λ
s/r
Π を定義し、preservation

や progress などの性質を示す（4 節）。なお、shift/reset を含むプログラムは、CPS 変換によっ
てこれらを含まないものに変換することができる。本研究では、Bowman ら [9] のアイディアに基
づいて λ

s/r
Π に対する CPS 変換を定義し、その変換が型を保存することを証明する（5 節）。その

後、λ
s/r
Π で実装可能なプログラムの例を紹介する（6 節）。ここまでの結果は、shift/reset を定

理証明支援系に導入することの可能性を示唆するが、これにつながる議論として、shift/reset の
論理的な意味について考察する（7 節）。最後に関連研究と今後の課題について述べる（8 - 9 節）。
本稿では λ

s/r
Π の表現に青いサンセリフ体 (abc)を、CPS変換後の表現に赤い太字のセリフ体 (abc)

を使用する。両者は白黒でも見分けられるが、印刷する際にはカラーで出力することを推奨する。ま
た、言語の完全な定義と証明は https://sites.google.com/site/youyoucong212/ppl2018 か
ら入手可能である。

2 shift/reset と answer type の変更

Danvy and Filinski の shift/reset は、限定継続を扱うためのオペレータであり、前者が後者
によって限定された継続を捕捉する。shift を S、reset を ⟨ ⟩ と表す場合、1 + ⟨2 + Sk : int →
int. k (k 3)⟩というプログラムの中で、shift は reset に囲まれた部分の継続 λx : int. ⟨2 + x⟩ を
捕捉し、変数 k をこの継続に束縛したうえで、本体 k (k 3) を計算する。したがって、k (k 3) は
7 になり、最後に reset の外側の 1 が足されて、最終的に 8 が得られる。
shift を使ったプログラムを実行すると、answer type（reset が返す型）が変化することがあ

る。例として、1 :: ⟨2 + Sk : int → int. [k 3]⟩ というプログラムを考えよう。このプログラムの実
行結果は [1; 5] である。ここで、reset に囲まれている部分に注目すると、項全体が足し算の形を
しているため、この部分項は int 型をもつように見える。しかし、この項を reset の中で実行する
と、[k 3] = [2 + 3] = [5] というリストが得られる。これを、この部分項の answer type が int から
int list に変化したと表現する。このような現象をサポートするためには、実行前後における answer

type の情報を明示的にもつ型判断が必要となる。本研究では、Asai and Kameyama [5] に従って、
2種類の型判断を使用する。まず、pure でない項の型付けには、Γ; α ⊢ e : A; β という形の型判
断を用いる。これは、「項 e は型環境 Γ のもとで型 A をもち、その実行は initial answer type α

を final answer type β に変更する」ということを意味する。e が pure である場合は、Γ ⊢p e : A

という形の型判断を用いる。これは、任意の型 α に対して Γ; α ⊢ e : A; α が導出できることに対
応している。pure な項は任意の文脈の中で実行でき、answer type を変化させない、という意味で
ある。

3 依存型付き言語における shift/reset の使用

依存型付きの言語で shift/reset を使うと何が起きるだろうか。本節では、自然数と、長さで
インデックスされたリストをもつ言語を用いて、shift/reset の使用に関してどのような制限が必
要かを見ていく。以下、N を自然数の型、L(n) を n 個の自然数からなるリストの型とする。長さ
が m のリスト l に自然数 n を加える操作は :: m n l と表し、2つのリストの連結は @ 関数を用い
る。この関数は Πm n : N.L(m) → L(n) → L(m + n) という型をもち、2つのリストの前に、そ
れらの長さを表す自然数を受け取る。では、以下の 2つのプログラムを考えよう。

(1) @ 1 2 (Sk : L(1) → L(3).@ 3 1 (k [1]) [4]) [2; 3]

(2) @ (Sk : N → L(3).@ 3 1 (k 1) [4]) 2 [1] [2; 3]
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(1) を reset の中で実行した場合、shift が切り取る継続 k は、「受け取ったリストを [2; 3] と
結合させる」という計算となる。したがって、k [1] は [1; 2; 3] に簡約され、これを [4] と結合させ
ることで、最終的にリスト [1; 2; 3; 4] が得られる。実行結果が分かったところで、今度は (1) に型
を付けてみよう。項全体が @ 1 2 ... という形であることから、(1) は L(1 + 2) = L(3) という型を
もつ。次に、shift が切り取る継続 k のアノテーションを見ると、返す値の型が L(3) となってい
るため、initial answer type は L(3) となる。最後に、結果として得られるリストは長さが 4 であ
るため、final answer type は L(4) となる。したがって、(1) は以下のような型判断をもつ：

Γ; L(3) ⊢ @ 1 2 (Sk : L(1) → L(3).@ 3 1 (k [1]) [4]) : L(3); L(4)

続いて、(2) について考えよう。(1) と同様に、reset の中で (2) を実行すると、同じリストが得
られそうである。しかし、(2) はどのような型をもつだろうか。項の形から、(2) は L(x+2)（ただ
し、x は shift 節全体）という型になりそうだが、x+ 2 は reset に囲まれていないため、shift

の簡約規則を適用できず、値にすることができない。したがって、(2) に L(x+ 2) という型を付け
たとしても、その型から (2) の長さの情報は得られない。このような型は有益ではないため、本研
究では (2) を型付け不可能な項として捉える。
上の例で得られた観察を一般化してみよう。(1) と (2) の違いは、shift 節が関数適用の結果の

型に現れるかどうかにある。一般に、pure でない項は、それ自身を見ただけではどのような値に簡
約されるかが分からない。つまり、pure でない項に依存する型をもつ項は、実行時の環境によって
異なる型をもち得る。冒頭でも述べた通り、これは望ましくない性質である。この理由から、本研
究では、型に現れる項を pure なものに制限するという方針をとる。

4 依存型・shift/reset 付き λ 計算

本節では、依存型と shift/reset を持つ値呼びの言語 λ
s/r
Π を定義する。図 1 に構文を示した。

まず、型文脈はベースとなる空の文脈 • と、3種類の拡張によって定義される。拡張は変数による
もの、変数とその定義によるもの、同値性によるものがあり、それぞれ λ 抽象、let 文、match 文
の型規則で使われる。次に定義されている種 ∗ は、型の型を表す。
型は、3種類の帰納的な型と、2種類の関数型からなる。このうち、前者は unit 型 Unit、自然数

を表す型 N、n 個の自然数からなるリストの型 L(n) からなる。関数型は、関数本体の実行前後に
おける answer type を明示的にもつ。本体が pure である場合は、Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α という形
となる。これは、answer type が任意であり、関数本体の実行前後において変化しないことを表す。
本体が pure でない関数の型は Πx :A. α ∥B ∥β という形であり、関数適用が行われた際に、answer

type が α から β に変化することを意味する。引数の answer type に言及していないのは、この言
語が値呼びの意味論をもち、関数適用で渡される引数が pure な値であることが保証されているか
らである。なお、関数型の中に現れる B, α, β は引数 x を自由変数として含み得る。
項については、値というカテゴリを別途定義している。値は変数、λ 抽象、再帰関数、コンスト

ラクタに値を渡したものからなる。項は値か、関数適用、let 文、コンストラクタに項を渡したも
の、パターンマッチ、shift 節あるいは reset 節である。
図 2 は評価文脈と簡約規則を定義している。評価文脈のうち、E は一般の文脈、F は hole を

reset で囲んでいない（pure な）文脈であり、いずれも値呼びで、左から右への実行を規定してい
る。たとえば、関数適用 e1 e2 を実行する際は、文脈 E e2 で関数 e1 を値 v1 に評価し、v1 E で引
数 e2 を値 v2 に評価したうえで、β 簡約を行う。簡約規則は Γ ⊢ e ▷ e′ という形の関係によって定
義される（以降、型環境を省略する場合がある）。一番上の規則は δ 簡約とよばれ、型環境中の情
報を使った変数の置き換えを行う。次に、shift の簡約規則を見ると、hole と reset の間が pure
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Γ ::= • | Γ, x : A | Γ, x = A : e | Γ, e ≡ e

κ ::= ∗
A, α ::= Unit | N | L(e) | Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α | Πx :A. α ∥B ∥β

v ::= x | λ x : A. e | fix f : A. x : B. e | () | z | suc v | [ ] | :: v v v

e ::= v | e e | let x= e in e | suc e | :: e e e

| match e with z→ e ∥ suc m→ e | match e with [ ]→ e ∥ :: m h t→ e

| Sk : A . e | ⟨e⟩

図 1. λ
s/r
Π の構文

な文脈になっており、この reset が最も内側の reset であることが分かる。ここで定義した簡約
規則の反射的・推移的かつ compatible な閉包を ▷⋆ と表す。
図 3 は型検査時に使う同値性を定義している。2つの項（型）が等しいのは、それらが ▷⋆ によっ

て同じ値に簡約されるときである。なお、本研究で用いる同値性は型なしの関係であり、両辺が同
じ型をもつことを要求しない（5.2 節参照）。また、以降では型環境を省略することにする。
この言語を設計する際に、型に現れる項として pure なもののみを許すという方針にしたが、

λ
s/r
Π では、図 4 - 5 の型規則を用いて型の依存性を制限する。まず、変数定義による型環境の拡張

(Extend2) に注目すると、e が pure であることが要求されている。型環境中の変数定義は、δ 簡
約によって使われるが、ここで e を pure な項に制限することで、型の中に現れる変数が pure で
ない項に置き換えられることを防いでいる。同じような制約が同値性による拡張 (Extend3) でみ
られる。リスト型の導出 (List) も、インデックス e として pure な項を要求することで、リスト
の長さが静的に定まることを保証している。
項の規則については、部分項が pure であるか否かによって、異なる導出規則が用意されている。

各規則名の最後の数字は、pure < impure という順序に従って、部分項の可能な組み合わせを辞書
式に並べたときの順番を表す。たとえば、関数適用は関数の本体、関数部分、引数部分のそれぞれ
が pure か impure である可能性があるため、(App1) から (App8) までの 8種類の規則がある。こ
のうち、結果の型 B が自由変数 x を含むのは、引数が pure である奇数番目の規則のみである。パ
ターンマッチも同様に、結果の型が依存性をもつのは、マッチされる項が pure である場合に限ら
れる。なお、λ

s/r
Π はリストに依存する型をもたないため、リスト e をマッチした結果の型は e の長

さのみに依存する。
ここで、いくつかの型付け規則を詳しく見ていく。まず、自然数のパターンマッチの中で、マッ

チされる表現 e が pure である場合は、各ブランチを型検査するときに、「e が現在のパターンと同
値である」という情報が必要となる。これは、ブランチ e1, e2 の型がパターンに依存しなければな
らないのに対し、e1 と e2 が e に依存した型をもち得るからである。なお、ここで導入される同値
性は矛盾する場合がある。たとえば、(MatchN1) の中で e が suc z であった場合、e1 の型検査時
に導入される同値性は suc z ≡ z であるが、このような場合は e2 が必ず実行される [19]。
次に、shift に関する規則を見ると、継続の型が Π 型ではなく、依存性をもたない関数型 → で

表されている。これは、型の依存性が pure な項に限られていることによる。継続の型が Π 型を
必要とするのは、その shift を限定する reset の本体の型が定まらない場合である。たとえば、
⟨F[Sk : (Πx :A.Πα : ∗. α ∥B(x) ∥α) . e]⟩ という項があった場合、文脈 F が返す値の型は、k が返す
型 B(x) の x を hole に入っている項で置き換えたものとなるため、reset の本体は B(Sk : . e) と
いう型となる。λ

s/r
Π はこのような型を許さないため、継続の型は必ず → を使って表すことができ

るものとなる。さらに、この関数型は継続の本体が pure であることを表している。これは、shift
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E ::= [ ] | E e | v E | let x=E in e | suc E | :: E e e | :: v E e | :: v v E

| match E with z→ e ∥ suc m→ e | match E with [ ]→ e ∥ :: m h t→ e | ⟨E⟩
F ::= [ ] | F e | v F | let x=F in e | suc F | :: F e e | :: v F e | :: v v F

| match F with z→ e ∥ suc m→ e | match F with [ ]→ e ∥ :: m h t→ e

Γ ⊢ x ▷ e if x = e : A ∈ Γ

Γ ⊢ (λ x : A. e) v ▷ e [v/x]

Γ ⊢ λ x : A. v x ▷ v

Γ ⊢ (fix f : A. x : B. e) v ▷ e [fix f : A. x : B. e/f, v/x]

Γ ⊢ let x= v in e ▷ e [v/x]

Γ ⊢ match z with z→ e1 ∥ suc m→ e2 ▷ e1

Γ ⊢ match suc v with z→ e1 ∥ suc m→ e2 ▷ e2 [v/m]

Γ ⊢ match [ ] with [ ]→ e1 ∥ :: m h t→ e2 ▷ e1

Γ ⊢ match :: v v1 v2 with [ ]→ e1 ∥ :: m h t→ e2 ▷ e2 [v/m, v1/h, v2/t]

Γ ⊢ ⟨F[Sk : . e]⟩ ▷ ⟨e [λ v : . ⟨F[v]⟩/k]⟩
Γ ⊢ ⟨v⟩ ▷ v

図 2. 評価文脈と簡約規則

Γ ⊢ e1 ▷⋆ v Γ ⊢ e2 ▷⋆ v

Γ ⊢ e1 ≡ e2
(≡-Red)

図 3. 同値性

によって捕捉される継続の本体が reset に囲まれるからである。
最後に、型の付け換えを行う規則 (Conv1), (Conv2) に注目しよう。前者は通常の依存型付き

言語でみられる規則と同じであるが、後者は answer type の付け換えも可能にしている。
λ
s/r
Π のもつ性質として、以下の 3つの定理を証明することができる。

定理 1 (Preservation).

1. Γ ⊢p e : A かつ e ▷⋆ e′ ならば、Γ ⊢p e′ : A。

2. Γ; α ⊢ e : A; β かつ e ▷⋆ e′ ならば、Γ; α ⊢ e′ : A; β。

定理 2 (Progress と分解の一意性). • ⊢p e : A が導出可能であれば、e は値であるか、E[r] という
形に一意に分解される（ただし、E は評価文脈、r は簡約基）。

定理 3 (λ
s/r
Π − fix の強正規化定理). Γ ⊢p e : A または Γ; α ⊢ e : A; β が導出可能であり、かつ e

が fix f : A′. x : B. e′ という形の項を含まないならば、e は強正規化可能である。

定理 2 において pure な項のみを考えているのは、pure でない項が一般に実行不可能であること
による [5]。また、定理 3を示す際には、Pierce [25]に従って、型の依存性を除去する変換を定義し、
その変換が型と簡約を保存することを証明する。すると、示したい定理は、Asai and Kameyama

[5] の体系を自然数とリストで拡張した、単純型付き言語の強正規化定理に帰着する。これについて
は、shift/reset のための論理関係 [4] を使うことで示すことができる。
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⊢ •
(Empty)

⊢ Γ Γ ⊢ A : ∗
⊢ Γ, x : A

(Extend1)

⊢ Γ Γ ⊢p e : A

⊢ Γ, x = e : A
(Extend2)

⊢ Γ Γ ⊢p e1 : A Γ ⊢p e2 : A

⊢ Γ, e1 ≡ e2
(Extend3)

⊢ Γ

Γ ⊢ ∗
(Star)

⊢ Γ

Γ ⊢ Unit : ∗
(Unit)

⊢ Γ

Γ ⊢ N : ∗
(Nat)

Γ ⊢p e : N
Γ ⊢ L(e) : ∗

(List)

Γ ⊢ A : ∗ Γ, x : A ⊢ B : ∗
Γ ⊢ Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α : ∗

(Pi1)

Γ ⊢ A : ∗ Γ, x : A ⊢ B : ∗
Γ, x : A ⊢ α : ∗ Γ, x : A ⊢ β : ∗

Γ ⊢ Πx :A. α ∥B ∥β : ∗
(Pi2)

図 4. 型環境と型の導出規則

5 CPS 変換

単純型・多相型付き λ 計算では、shift/reset を含むプログラムを CPS 変換 [26] によって
shift/reset なしのプログラムに変換できる [13, 5]。本節では、Bowman ら [9] のアイディアを
用いて λ

s/r
Π に対する値呼びの CPS 変換を定義し、変換が型を保存することを証明する。

5.1 CPS 変換後の言語

図 6 に CPS 変換後の言語 λk
Π の構文を示す。型 Πα : ∗.B や項 e A から分かるように、λk

Π は
多相型をもつ言語である。また、λk

Π は shift/reset が除去されたあとの pure な言語であること
から、関数型は answer type に言及しない Π 型となる。通常、CPS 変換は実行順を規定するが、
shift/reset の変換結果は末尾呼び出しでない関数適用を含み、その実行は変換後の言語の評価戦
略に依存する。ここでは λk

Π の評価戦略も値呼びとし、一般の項と値を区別する。なお、項の定義
に e@A e という構文が加わっているが、これは CPS 変換された項とその継続の関数適用を表し
ており、意味上は e A e と同じである（5.2 節参照）。
型規則は基本的に、λ

s/r
Π の型規則のうち、すべての部分項が pure であるもの（規則名が (xxx1)

であるもの）と、多相型に関する規則からなる。同値性も λ
s/r
Π と同様に、簡約によって定義され

るが、CPS 変換の型保存を証明するために、新しい型規則 [T-Cont] と同値性 [≡-Cont] を導入
する必要がある [9]。なお、[T-Cont] と [≡-Cont] の追加は、矛盾を導かないことが証明されて
いる [9]。詳細は原論文を参照されたいが、おおまかな流れとしては、新たな規則を追加した体系
から、extensional Calculus of Constructions (ECC) [10] への変換を定義し、変換の型の保存性と、
ECC の無矛盾性から、変換前の体系が矛盾しないことを導出する。次節では、新たに導入した構
文と規則の背後にあるアイディアを説明する。

5.2 変換と証明のアイディア

依存型をもつ言語に対する CPS 変換は、単純型付きの言語に比べて、型の保存性の議論が難し
いことが知られている [7, 8]。本節では、型保存に関係する問題点と、その解決方法について述べ
る。以下、項 e と型 A の CPS 変換（厳密には、これらの導出の変換）をそれぞれ e÷, A+ と表す。

5.2.1 証明の相互依存の回避

型保存の証明が難しい理由の 1つは、自身の証明と、それに必要な補題の証明が相互依存してし
まうからである。依存型付きの言語では、型検査を容易にするために、λ 抽象で束縛される変数に
型のアノテーションを付けることが多い。CPS 変換を行うと、継続や部分項の計算結果を表す変数
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⊢ Γ x : A ∈ Γ or x = e : A ∈ Γ

Γ ⊢p x : A
(Var)

⊢ Γ c は A 型のコンストラクタ
Γ ⊢p c : A

(Base-Const)

Γ, x : A ⊢p e : B

Γ ⊢p λ x : A. e : Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α
(Abs1)

Γ, f : Πx :A. α ∥B ∥β, x : A; α ⊢ e : B; β

Γ ⊢p fix f : Πx :A. α ∥B ∥β. x : A. e : Πx :A. α ∥B ∥β
(Fix2)

Γ ⊢p e1 : Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α Γ ⊢p e2 : A

Γ ⊢p e1 e2 : B [e2/x]
(App1)

Γ ⊢p e1 : Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α Γ; β ⊢ e2 : A; γ x ̸∈ FV (B)

Γ; β ⊢ e1 e2 : B; γ
(App2)

Γ; β ⊢ e1 : Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α; γ Γ ⊢p e2 : A

Γ; β ⊢ e1 e2 : B [e2/x]; γ
(App3)

Γ; γ ⊢ e1 : Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α; δ Γ; β ⊢ e2 : A; γ x ̸∈ FV (B)

Γ; β ⊢ e1 e2 : B; δ
(App4)

Γ ⊢p e1 : Πx :A. α ∥B ∥β Γ ⊢p e2 : A

Γ; α [e2/x] ⊢ e1 e2 : B [e2/x]; β [e2/x]
(App5)

Γ ⊢p e1 : Πx :A. α ∥B ∥β Γ; β ⊢ e2 : A; γ x ̸∈ FV (B, α, β)

Γ; α ⊢ e1 e2 : B; γ
(App6)

Γ; β [e2/x] ⊢ e1 : Πx :A. α ∥B ∥β; γ Γ ⊢p e2 : A

Γ; α [e2/x] ⊢ e1 e2 : B [e2/x]; γ
(App7)

Γ; γ ⊢ e1 : Πx :A. α ∥B ∥β; δ Γ; β ⊢ e2 : A; γ x ̸∈ FV (B, α, β)

Γ; α ⊢ e1 e2 : B; δ
(App8)

Γ ⊢p e1 : A Γ, x = e1 : A ⊢p e2 : B

Γ ⊢p let x= e1 in e2 : B [e1/x]
(Let1)

Γ ⊢p e : N Γ ⊢p e1 : N Γ ⊢p e2 : L(e)

Γ ⊢p :: e e1 e2 : L(suc e)
(Cons1)

Γ ⊢p e : N Γ, x : N ⊢ A : ∗ Γ, e ≡ z ⊢p e1 : A [z/x]
Γ, m : N, e ≡ suc m ⊢p e2 : A [suc m/x]

Γ ⊢p match e with z→ e1 ∥ suc m→ e2 : A [e/x]
(MatchN1)

Γ ⊢p e : L(n) Γ, x : N ⊢ A : ∗ Γ, x ≡ z ⊢p e1 : A [z/x]
Γ, m : N, h : N, t : L(m), x ≡ suc m ⊢p e2 : A [suc m/x]

Γ ⊢p match e with [ ]→ e1 ∥ :: m h t→ e2 : A [n/x]
(MatchL1)

Γ, c : A→Πα′ : ∗. α′ ∥α ∥α′; B ⊢ e : B; β

Γ; α ⊢ Sc : (A→Πα′ : ∗. α′ ∥α ∥α′) . e : A; β
(Shift2)

Γ; B ⊢ e : B; A

Γ ⊢p ⟨e⟩ : A
(Reset2)

Γ ⊢p e : A Γ ⊢ B : ∗ A ≡ B

Γ ⊢p e : B
(Conv1)

Γ; α ⊢ e : A; β Γ ⊢ B : ∗ Γ ⊢ α′ : ∗
Γ ⊢ β′ : ∗ A ≡ B α ≡ α′ β ≡ β′

Γ; α′ ⊢ e : B; β′ (Conv2)

図 5. 型付け規則（抜粋）
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κ ::= ∗
A ::= α | Unit | N | L(e) | Πx : A.B | Πα : ∗.B
v ::= x | λx : A. e | λα : ∗. e | fix f : A.x : B. e | () | z | suc v | [ ] | :: v v v

e ::= v | e e | e A | e@A e | suc e | :: e e e

| match e with z→ e ∥ suc m→ e | match e with [ ]→ e ∥ :: m h t→ e

Γ ⊢ e1 : Πα : ∗. (B→α)→α Γ, x = e1 B id : B ⊢ e2 : A

Γ ⊢ e1@A (λx : B. e2) : A
[T-Cont]

Γ ⊢ e1@A (λx : B. e2) ≡ (λx : B. e2) (e1 B id)
[≡-Cont]

図 6. λk
Π の構文と追加の型規則・同値性

が導入されるが、これらに型のアノテーションを付ける際には、変換前の項の型情報が必要となる
ため、CPS 変換を項の導出に関して帰納的に定義しなければならない。その場合、型の付け替え
規則（図 5 の (Conv1) および (Conv2)）に対する変換を定義することになるが、このケースに
おける型の保存性を示すためには、CPS 変換が同値性を保存すること、すなわち「A ≡ B ならば
A+ ≡ B+」ということを示さなければならない。しかし、Coq や Agda のように、型付きの同値
性をもつ言語では、同値性の保存を示すために型の保存が必要となる（A, B が依存型である場合、
これらの変換の中で項の変換 ÷ が使われることに注意されたい）。つまり、型付きの同値性を用い
た場合、型の保存と同値性の保存を独立して示すことができなくなってしまう。この理由から、本
研究では [9] に従い、変換前後の言語において型なしの同値性を用いる。

5.2.2 項に依存した型の同値性の判断

型保存の議論が難しいもう 1つのケースは、変換する項の型が自身の部分項に依存する場合である。
(App7)によって導出された関数適用 e1 e2 を考えよう。導出規則より、引数 e2 は pureな項である。
この関数適用は λk : (B [e2/x])

+→α+. e1
÷ (λv1 : (Πx :A. α ∥B ∥β)+. e2÷ (λv2 : A+.v1 v2 k))

と変換されるが [26]、ここで部分項 v1 v2 k に注目すると、v1 v2 が B+ [v2/x] をドメインとする
継続を要求するのに対し、k のドメインは (B [e2/x])

+ となっている。これらの型が同値であるこ
とを示したい。
λ
s/r
Π は値呼びの言語であるため、B 中の x に代入されるのは e2 を実行した値である。CPS 変換

後の言語において、この値に対応するのは e2
÷ に空の継続（恒等関数）を渡した結果、すなわち、

関数適用 e2
÷ (λx : A+.x) の結果である（以降、恒等関数を id と表す）。今、継続を関数として

表しているため、e2
÷ の継続が受け取る引数 v2 は任意の値になりそうだが、e2 が pure である場

合、v2 に代入され得るのは、必ず e2
÷ id を計算した結果の値であることが知られている [2]。す

ると、以下が成立すれば、v1 v2 k に正しく型を付けることができる。

1. e が pure であれば、e÷ に恒等関数を渡すことができる。

2. e÷ の継続の引数と e÷ id の同値性が必要であるときに、その情報が型環境に入っている。

3. (B [e/x])+ は B+ [e÷ id/x] と同値である。

1 を保証するために、本研究では A 型の pure な項を Πα : ∗. (A+→α)→α 型の項に変換する。
Γ ⊢p e : A は任意の α に対して Γ; α ⊢ e : A; α が導出できることを意味するため、e の変換結果
e÷ には多相の answer type をもたせることができる。すると、e÷ に A+ を渡し、answer type を
A+ に具体化することで、A+→A+ 型の恒等関数を継続として渡せるようになる。
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2は新しい構文 @を使うことで保証する。pureな項 eの変換結果が A型を返す継続 λx : B+. e2

を受け取り、e2 を型付けする際に x = e÷ B+ id という同値性が必要である場合、e の変換とその
継続の関数適用を e÷@A (λx : B+. e2) と表す。この項の型付けには図 6 の [T-Cont] を使うが、
これにより、必要な同値性を使って継続の本体を型付けすることが可能になる。
3 を示すためには、図 6 の同値性 [≡-Cont] を用いる。この同値性は、「pure な項の変換結果

e1 に継続を渡すのは、e1 を恒等関数で実行し、その値を継続に渡すのと等しい」ということを意
味し、「pure な項を reset で囲んだときに意味が変化しない」と言い換えることもできる。これ
は、answer type を多相にしたことによって得られる free theorem [33] である。なお、この同値性
は e1 が Πα : ∗. (B→α)→α という多相の型をもつときにのみ意味をなすが、ここでは型なしの
同値性を扱っているため、e1 の型を前提にもたせることができない。しかし、λk

Π で同値性を使っ
て型の付け替えを行うときには、[Conv] 規則によって、付け替え前後の型が導出可能であること
がチェックされるため、導出不可能な項や型の同値性が用いられることはない。[≡-Cont] の場合、
@ の導入規則 [T-Cont] が e1 の型として多相のものを要求するため、e1 は必ず正しい型をもつ。
さらに、e1 が多相の型をもつことによって、[≡-Cont] の同値性が矛盾しない、ということが保証
される。

5.3 CPS 変換の定義

上の議論に従い、λ
s/r
Π から λk

Π への値呼びの CPS 変換を定義する（図 7 - 8）。変換は図 4 - 5 の

導出一つひとつに対して定義される。たとえば、(Empty)
+⇝ • は導出 (Empty) の変換が • であ

ることを意味する。また、項については、pure であるかどうかによって、異なる形の項に変換する。

• Γ ⊢p e : A であるとき、λα : ∗. λk : A+→α. ... という形に変換する。

• Γ; α ⊢ e : A; β であるとき、λk : A+→α+. ... という形に変換する。

図 7 の中で、(Extend2), (Extend3), (List) の変換を見ると、もとの規則に現れる項 e が
e÷ A+ id という形に変換されていることが分かる。5.2.2 節で説明したように、これは e を実行し
た結果の値に対応する項である。λ

s/r
Π を定義した際に、これらの規則に現れる項を pure なものに

制限したため、e÷ は多相の answer type をもち、e÷ A+ id は必ず正しく型が付く。また、関数型
Πx :A. α ∥B ∥β は、本体の answer type に言及していた部分が関数型 → に展開され、「A+ 型の引
数と B+→α+ 型の継続を受け取ったら、β+ 型の値を返す」という形になる。これは、λ

s/r
Π にお

いて、変換前の型をもつ関数が「A 型の引数を受け取り、hole が B 型で α 型を返すような文脈の
中で本体が実行されると、β 型の値を返す」という挙動を示すのに対応している。なお、変換後の
型に依存性を伴わない関数型が使われている理由は、5.4 節で述べる。
項の変換は、単純型付き言語に対する値呼びの CPS 変換とほぼ同じだが、型が部分項に依存

するケースにおいて、関数適用 @ を使っている。こうすることで、型保存の証明を行うときに、
(T-Cont) が使えるようになる。この型規則は、@ の左に置かれる部分項 e1 の値を e1 B id とい
う計算によって取り出すが、ここでも λ

s/r
Π において型に現れる部分項が pure であることが保証さ

れているため、e1 B id は正しく型が付く。

5.4 型保存の証明

本節では、CPS 変換が型を保存することを証明する。最終的に示したいのは以下の定理である。

1. Γ ⊢p e : A ⇒ Γ+ ⊢ e÷ : Πα : ∗. (A+→α)→α

2. Γ; α ⊢ e : A; β ⇒ Γ+ ⊢ e÷ : (A+→α+)→β+
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(Empty)
+⇝ • (Extend1)

+⇝ Γ+, x : A+ (Extend2)
+⇝ Γ+, x = e÷ A+ id : A+

(Extend3)
+⇝ Γ+, e1

÷ A+ id ≡ e2
÷ A+ id

(Star)
+⇝ ∗ (Unit)

+⇝ Unit (Nat)
+⇝ N (List)

+⇝ L(e÷ N id)

(Pi1)
+⇝ Πx : A+.Πα : ∗. (B+→α)→α (Pi2)

+⇝ Πx : A+. (B+→α+)→β+

図 7. 型環境と型の変換（ただし、e÷, A+, Γ+ はそれぞれ e, A, Γ の導出の変換結果）

変換結果の型に依存性をもたない関数型 → が 2つ使われているが、1つ目は shift の継続の型が
依存性をもたないのと同じ理由、2つ目は、λ

s/r
Π において、型が関数型をもつ項に依存し得ないと

いう理由による。上の定理を示すために、変換と代入が可換であること、変換が簡約関係を保存す
ること、変換が同値性を保存することを、この順で証明する。

補題 1 (変換と代入の可換性). Γ ⊢p e′ : A′ であるとき、以下が成り立つ。

1. (A [e′/x])+ ≡ A+ [e′÷ A′+ id/x] 2. (e [e′/x])÷ ≡ e÷ [e′÷ A′+ id/x]

補題 2 (簡約の保存).

1. Γ ⊢ A : ∗ かつ A ▷⋆ A′ ならば、A+ ▷⋆ A′ かつ A′ ≡ A′+ を満たす A′ が存在する。

2. Γ ⊢p e : A かつ e ▷⋆ e′ ならば、e÷ ▷⋆ e′ かつ e′ ≡ e′÷ を満たす e′ が存在する。

補題 3 (同値性の保存).

1. A ≡ A′ ならば、A+ ≡ A′+。 2. e ≡ e′ ならば、e÷ ≡ e′÷。

変換と代入の可換性では、代入される項 e′ が pure である場合のみを考慮する。λ
s/r
Π において、

型への代入が許されるのは pure な項のみであり、項への代入が起きるのは、値呼びの β 簡約によっ
て変数を pure な値で置き換えるときのみであるため、e′ が pure な場合を考えれば十分である。
上の補題を用いて、型環境、型、および項の導出が保存されることを証明する。以下の 1 から 4

は、導出に関する mutual な帰納法によって示される。

定理 4 (導出と型の保存).

1. ⊢ Γ ⇒ ⊢ Γ+

2. Γ ⊢ A : ∗ ⇒ Γ+ ⊢ A+ : ∗
3. Γ ⊢p e : A ⇒ Γ+ ⊢ e÷ : Πα : ∗. (A+→α)→α

4. Γ; α ⊢ e : A; β ⇒ Γ+ ⊢ e÷ : (A+→α+)→β+

6 応用例

λ
s/r
Π で型付けできる項の例として、書き換え可能な状態を扱うプログラムを紹介する [6]。まず、

状態にアクセスするための関数 get と、状態の値を変更する関数 tick を以下のように定義する（以
降、shift が捕捉する継続の型を省略する）。

get
def≡ λ () : Unit.Sk. λ s : N. k s s

tick
def≡ λ () : Unit.Sk. λ s : N. k () (suc s)
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(Var)
÷⇝ λα : ∗. λk : A+→α.k x (Base-Const)

÷⇝ λα : ∗. λk : A+→α.k c

(Abs1)
÷⇝ λα′ : ∗. λk : (Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α)+→α′.k (λx : A+. e÷)

(Fix2)
÷⇝ λα′ : ∗. λk : (Πx :A. α ∥B ∥β)+→α′.k (fix f : (Πx :A. α ∥B ∥β)+.x : A+. e÷)

(App1)
÷⇝ λα′ : ∗. λk : (B [e2/x])

+→α′.
e1

÷ α′ (λv1 : (Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α)+. e2÷@α′ (λv2 : A+.v1 v2 α′ k))

(App2)
÷⇝ λk : B+→β+. e1

÷ γ+ (λv1 : (Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α)+. e2÷ (λv2 : A+.v1 v2 β+ k))

(App3)
÷⇝ λk : (B [e2/x])

+→β+.
e1

÷ (λv1 : (Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α)+. e2÷@β+ (λv2 : A+.v1 v2 β+ k))

(App4)
÷⇝ λk : B+→β+. e1

÷ (λv1 : (Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α)+. e2÷ (λv2 : A+.v1 v2 β+ k))

(App5)
÷⇝ λk : (B [e2/x])

+→ (α [e2/x])
+.

e1
÷ (β [e2/x])

+ (λv1 : (Πx :A. α ∥B ∥β)+. e2÷@(β [e2/x])
+ (λv2 : A+.v1 v2 k))

(App6)
÷⇝ λk : B+→α+. e1

÷ γ+ (λv1 : (Πx :A. α ∥B ∥β)+. e2÷ (λv2 : A+.v1 v2 k))

(App7)
÷⇝ λk : (B [e2/x])

+→ (α [e2/x])
+.

e1
÷ (λv1 : (Πx :A. α ∥B ∥β)+. e2÷@(β [e2/x])

+ (λv2 : A+.v1 v2 k))

(App8)
÷⇝ λk : B+→α+. e1

÷ (λv1 : (Πx :A. α ∥B ∥β)+. e2÷ (λv2 : A+.v1 v2 k))

(Let1)
÷⇝ λα : ∗. λk : (B [e1/x])

+→α. e1
÷@α (λx : A+. e2

÷ α k)

(Cons1)
÷⇝ λα : ∗. λk : (L(suc e))+→α.

e÷@N (λv : N. e1÷ α (λv1 : N. e2÷ α (λv2 : (L(e))+.k (:: v v1 v2))))

(MatchN1)
÷⇝ λα : ∗. λk : (A [e/x])+→α.

e÷@α (λv : N.match v with z→ (e1
÷ α k) ∥ suc m→ (e2

÷ α k))

(MatchL1)
÷⇝ λα : ∗. λk : (A [n/x])+→α.

e÷@α (λv : (L(n))+.match v with [ ]→ (e1
÷ α k) ∥ :: m h t→ (e2

÷ α k))

(Shift2)
÷⇝ λk : A+→α+. (e÷ [λv : A+. λ α′ : ∗. λk′ : (α+→α′).k′ (k v)/c]) (λx : B+.x)

(Reset2)
÷⇝ λα : ∗. λk : A+→α.k (e÷ (λx : B+.x))

(Conv1)
÷⇝ e÷ (Conv2)

÷⇝ e÷

図 8. 項の変換（抜粋）
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これらの関数は、「状態を受け取ったら、答えを返す」という形の文脈の中で呼ばれることを前提と
する。get は文脈に現在の状態の値（1つ目の s）を返し、その後の計算を現在の状態（2つ目の s）
で実行する。一方、tick は文脈に () を返し、その後の計算を新しい状態 suc s で実行する。これら
の関数を使った (3) は [0; 1] というリストを返す（ただし、e1; e2 は let = e1 in e2 を表す）。

(3) ⟨let l= :: 1 (get ()) (:: 0 (tick (); get ()) [ ]) in λ s : N. l⟩ 0

上のプログラムは、reset の外側で渡されている 0 を初期状態として、let 文を計算する。その中で
状態に 2度アクセスしており、get はその度ごとに異なる値を返している。このような動作は Coq

や Agda ではみられない。λ
s/r
Π で (3) が型付け可能であるのは、状態の値がリストの要素として使

われており、リスト型のインデックスとして型に現れないからである。
次に、answer type の変更を伴う例を見てみよう。以下に定義する prefix-prod は、自然数のリス

トを受け取り、そのプリフィックスの積からなるリストを返す [5]。

visit
def≡ fix f : (Πn :N.Πα : ∗. α ∥ (L(n)→N ∥N ∥ L(n)) ∥α). n : N. λ l : L(n).

match l with [ ]→Sk. [ ] ∥ :: m h t→m ∗ Sk. :: m (k 1) ⟨k (f m t)⟩

prefix-prod
def≡ λ n : N. λ l : L(n). ⟨visit n l⟩

prefix-prodの引数が [e1; e2; ...; en]という形のリストであった場合、i回目に呼ばれる visitの shift

が切り取る継続は、「受け取った自然数に e1 から ei までをかけ合わせる」という計算となる。この
継続が複数回使われている（つまり、文脈に異なる値が返されている）ため、上の関数は非決定的
な振る舞いをもつといえる。引数のリストが空になったら、かけ算を行う計算を破棄し、空のリス
トを返す。このような動作から、visit は自然数 n と長さが n のリストを受け取ると、answer type

を N から L(n) に変化させることが分かる。単純型付きの言語で実装した場合と比べて、上の関数
は実行前後においてリストの長さが変化しないというインバリアントをもつ。例として、prefix-prod

に 3 と [1; 2; 3] を渡すと、[1; 1 ∗ 2; 1 ∗ 2 ∗ 3] = [1; 2; 6] が返される。
構文を一般的な帰納的データ型で拡張した場合、より実用的なプログラムを実装できるようにな

る。たとえば、依存性をもつ帰納的な型を使うと、正しく型付けされた項のみを生成する対象言語
を定義できるが [3]、shift/reset があれば、そのような言語に対して、例外処理をサポートする
インタプリタを直接形式で書くことができる。具体的には、例外が発生するケースで shift を使っ
て継続を破棄し、直接エラーを返す。shift/reset を用いずに、例外の伝搬が起きないインタプリ
タを実装するためには、プログラム全体を CPS あるいはモナド形式で書く必要がある。

7 shift/reset の論理的な解釈

ここまでの結果から、型に現れる項を適切に制限すれば、定理証明支援系の中で shift/reset を
使うことは可能であると考えられる。その場合、たとえばバックトラックを使った証明を、（CPS

ではなく）直接形式で書くことができるようになる。しかし、shift/reset をもつ定理証明支援系
は、どのような論理体系となるだろうか。本節では、shift/reset を使ったプログラムにおいて、
どのような項を証明とみなすべきか、また、これらの演算子の導入によって、論理体系の強さが変
化するかどうかについて議論する。

7.1 証明項と proof transformer

pure な λ 計算において、Γ ⊢ e : A という型判断は、「仮定 Γ のもとで、e は A の証明項であ
る」と解釈される。λ

s/r
Π は、Γ ⊢p e : A と Γ; α ⊢ e : A; β の 2種類の型判断をもつが、後者は 2つ

の answer type α, β に言及している。このような型判断をもつ項は、証明においてどのような役割
をもつだろうか。2つの answer type のうち、α は e の実行が可能である文脈の返す型、β はその
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ような文脈の中で e を実行した結果の型である。具体例をみてみよう。e を shift 節 Sk. e′ とし、
その周りを pure な文脈 F が取り囲んでいるとする。この場合、⟨F[Sk. e′]⟩ の導出は以下のような
形となる：

Γ; α ⊢ Sk. e′ : A; β
...

Γ; α ⊢ F[Sk. e′] : α; β
Γ ⊢p ⟨F[Sk. e′]⟩ : β

(Reset2)

(Reset2)の前提は、answer typeを無視すれば、F[Sk. e′]が αの証明であることを表している。一
方、結論部分は、⟨F[Sk. e′]⟩ が β の証明であることを意味する。すると、上の導出において、Sk. e′

は「α の証明を作る文脈 F に囲まれたら、それを β の証明に変換する」という役割をもつ項とし
て理解することができる。もう少し一般的にいうと、導出 Γ; α ⊢ e : A; β が得られたとき、e は証
明ではなく、「α の証明を β の証明に変換する proof transformer」として捉えることができる。
pureでない項のはたらきは、CPS変換を通して理解することもできる。5.4節の結果より、Γ; α ⊢

e : A; β を CPS 変換した結果 e÷ は (A+→α+)→β+ という型をもつが、これは e÷ が「α+ の証
明を作る継続を受け取ったら、β+ の証明を返す」という役割をもつことを意味する。CPS 変換前
の言語では、どのような文脈に囲まれるかを考えるが、変換後の言語では、どのような継続を受け
取るかを考える。また、CPS 変換後の言語では、すべての項が Γ ⊢ e : A という通常の導出をも
つ。このような導出をもつ項は、証明として理解される。つまり、CPS 変換は、λ

s/r
Π の項を直観主

義論理の証明項へと変換している。ただし、変換後の型が表す命題は、ある種の二重否定が付いた
ものであり、もとの命題そのものを表しているわけではない。
2つの answer type に言及する導出に加えて、λ

s/r
Π はもう 1つ、通常の λ 計算にはない要素をも

つ。λ
s/r
Π の関数は、本体が pure であるかどうかによって、2種類の異なる型が付くことを思い出

そう。このうち、本体が pure である場合の型 Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α は、通常の関数型 A → B に
対応しており、このような型をもつ項は、「A ならば B」という含意の証明として理解することが
できる。では、本体が pure でない関数型 Πx :A. α ∥B ∥β はどのように理解したら良いだろうか。
この型は特定の answer type に言及しており、関数の本体を実行するときに、α 型を返す文脈に囲
まれることを要求する。このような型は含意として理解されないだけでなく、そもそも対応する論
理的な解釈をもたない。実際、この型をもつ関数は、A の証明を受け取ったら、α の証明を β の証
明に変換する proof transformer を返す。返されるものが証明ではないため、このような関数は証
明として理解されるべきではない。
これらの議論から、λ

s/r
Π の項 e が証明とみなされるのは、Γ ⊢p e : A が導出可能であり、かつ A

が Πx :A′. α ∥B ∥β という形の型を含まない場合となる。なお、以降ではこの特殊な関数型を含ま
ないような型を「pure な型」とよぶことにする。

7.2 論理体系の強さ

継続演算子の導入は、言語の論理的な表現力を変化させる場合がある。たとえば、Scheme の
call/cc は、パース則 ((A → B) → A) → A に対応する型をもつ [14]。パース則は、二重否定除
去則 ((A → ⊥) → ⊥) → A や排中律 A ∨ ¬A を含意するため [15]、call/cc をもつ言語は古典論
理の体系としてみなされる。実際、call/cc を使うと、バックトラックを伴うプログラムを実装す
ることができるが、このようなプログラムは背理法を使った古典論理の証明に対応している。
では、shift/reset の導入は論理体系にどのような影響を与えるだろうか。Ilik [18] は、answer

typeの変更を許さない体系における shift/resetの論理的な強さについて議論している。Ilikの体
系において、関数型は Πx : A.B という形であり、answer type に言及しない。shift は二重否定
除去に相当する型規則をもち、reset は古典論理の推論が許される範囲を定めるものとされる。こ
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のような体系で証明できる定理の例として、Ilik は ∀x.¬¬A(x) → ¬¬(∀x.A(x)) (double-negation

shift; DNS) の証明項を示している：

(4) λa : ∀x.¬¬A(x). λ b : ¬(∀x.A(x)). ⟨b (λx.Sk. a x k)⟩

名前の通り、DNS は、全称量化の中にある二重否定を外に移動させる。この定理は、直観主義論理
で証明できないことが知られているが、上の項では、k : ¬A(x) という仮定のもとで a x k : ⊥ を
導出し、shift によって A(x) を導くことで、この定理を証明している。
DNS を λ

s/r
Π で導出することはできるだろうか。7.1 節の議論により、「λ

s/r
Π で命題 P が証明で

きる」といえるのは、P に含まれる含意がすべて Πx :A.Πα : ∗. α ∥B ∥α という形であり、かつ型
P をもつ項が pure な項として導出されるときのみである。(4) と同じ形の項を考えてみよう。(4)

は項全体が 1つの λ 抽象であるため、pure である。したがって、これに pure な型を与えられれ
ば、(4) を DNS の証明としてみなすことができる。ここで、2つ目の引数 b の型を考える。b は
λx.Sk. a x k という関数に対して適用されているため、b のドメインはこの関数の型と一致しなけ
ればならない。この関数の本体は shift 節であり、...; ⊥ ⊢ Sk. a x k : A(x); ⊥ という導出をもつ。
λ 抽象の型規則 (Abs2) により、b に渡される関数の型は Πx : .⊥∥A(x) ∥⊥ となる。これは論理
的な解釈をもたない型である。この型が (4) 全体の型に現れるため、(4) は証明として捉えられる
べきではない。したがって、(4) と同じ形をもつ項は、λ

s/r
Π において DNS の証明とみなされない。

上の議論は、λ
s/r
Π で DNS が証明できる可能性を排除しないが、型が完全に pure であるという

条件は、証明項を作る際に強い制約となる。特に、この条件は否定の型をもつ関数の本体が pure で
あること、つまり、本体が reset で囲まれていない shift を含まないことを要求するが、これに
よって、証明の中で背理法を用いることが難しくなる。そこで、本研究は以下の予想を立てる：

予想 (shift/reset の論理的な強さ).

1. shift/reset を使って証明できるのは、直観主義論理の定理のみである。

2. Γ ⊢p e : A かつ A が pure であるとき、e の正規形は（存在すれば）shift を含まない。

予想 1の裏付けとして、answer typeの変更を伴わない shift/reset付きの体系において、「shift

の型規則を使えるのは、以降の導出でそれを限定する reset 規則が使われる場合のみ」とすると、
shift と reset のペアを使った導出は、直観主義論理の規則のみで導出できることが知られている
[20]。予想 2 を示すためには、shift/reset に対応する正規化アルゴリズムが必要となる。これに
関連して、対馬ら [34] は shift/reset をもつ単純型付き λ 計算の TDPE (Type-Directed Partial

Evaluation) を与えている。TDPE は、型の情報を用いて正規形を求める手法であり [12]、λ
s/r
Π に

対する（正当性が保証された）TDPE が定義されれば、予想を示すことができると考えられる。

8 関連研究

依存型をもつ体系への継続演算子の導入は、Herbelin [16, 17] によって考えられている。Herbelin

は、Σ 型と等号型をもつ体系の中で call/cc を無制限に使用すると矛盾が導かれることを示し、型
が依存し得る項を、「簡約時に call/cc の実行を伴わないもの」に制限した。この制約は、型に現
れる項が pure であることを保証する。このように型の依存性を制限することで、Herbelin は一種
の選択公理が成り立つ古典論理の体系を築いた。同じ制約を使って、Miquey [23] は λµµ̃-計算 [11]

を依存型で拡張し、その無矛盾性を示している。
継続演算子のかわりに、effect を導入することによって、依存型付き言語に動的な振る舞いをも

たせるという研究も行われている。Swamy ら [28] の F⋆ は、実用的な定理証明支援系として開発
されている言語であり、例外や状態などの effect をプリミティブな要素としてもつ。F⋆ も本研究
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と同様に、型の依存性を pure な項に制限しているが、高速なプログラム検証を可能にするヒープ
の実装や、安全な分散プログラミングなど、さまざまな応用が実現されている [27, 28]。
より理論的な研究として、Ahmanら [1]と Vákár [32]は一般的な effectをもつ依存型付き言語を

設計している。両者とも Levy の Call-By-Push-Value (CBPV) [22] に従い、項を「計算」と「値」
に分けて定義しており、型が依存できる項を値のみに制限している。CBPV における値は、簡約不
可能な値に加えて、簡約した際に effect が発生しない項も含むため、pure な項に対応している。
継続演算子の論理的な解釈は、Thielecke [31] によって議論されている。Thielecke は、ジャンプ

を表す演算子と、ジャンプ先をラベル付けする演算子をもつ λ 計算を定義した。この計算体系に対
し、Thielecke は 3種類の異なる CPS 変換を通して意味を与え、変換の定義によってこの体系が古
典論理となるか、直観主義論理にとどまるかが決まることを示した。Thielecke の体系において、型
判断は Γ ⊢ e : A,C という形をもつ。A は e が正常終了した場合の型、C はジャンプが実行され
た場合の型を表しており、後者は Γ; α ⊢ e : A; β の β に対応している。Thielecke は、上の型判断
を「A または C」と解釈しているが、λ

s/r
Π における pure でない項の型判断は、特定の型をもつ文

脈を要求するため、「A または β」という選言として解釈することはできない。

9 まとめと今後の課題

本研究では、shift/reset をもつ依存型付き言語を設計した。shift を含む計算を無制限に許す
と、プログラムの型が静的に定まらなくなるため、型に現れる項を pure なものに制限した。これ
により、健全な型システムと、型を保存する CPS 変換を得ることができた。また、shift/reset

を使ったプログラムの論理的な解釈について考察した。証明として理解されるのは、pure な項のう
ち、型も pure であるようなもののみであり、証明が存在する命題は、直観主義論理の定理である
という予想を立てた。
今後の課題として、まず 7.2節で立てた予想の証明が挙げられる。また、言語の要素として、ユー

ザによって定義された帰納的データ型を追加し、高度なパターンマッチを実現させたいと考えてい
る。λ

s/r
Π ではパターンマッチの構文を固定しているが、依存型付きの言語では、マッチされる項

の型によって可能なパターンの候補が絞られることがある。たとえば、L(suc z) 型のリストは必ず
:: m h t という形にマッチされるため、Coq や Agda では [ ] のケースが省略される。型の依存性
の制限を守れば、λ

s/r
Π でこのような絞り込みをサポートするのは可能であると考えられるが、CPS

変換を定義する際に、変換が可能なパターンを保存するという性質が必要になる。さらに、λ
s/r
Π は

任意の再帰関数を許すが、今後は停止性を判断できるように拡張し、型検査における無限ループを
回避したいと考えている。この拡張を行う際にも、パターンの絞り込みと同様に、CPS 変換が停止
性を保存することの証明が必要となる。
もう 1つの方向性は、名前呼びの意味論に基づいた言語を設計する、というものである。副作用

を議論する際には、値呼びの意味論を用いることが多いが、名前呼びの shift/reset に対する実
行規則や型システムも考えられている [29]。このような演算子を扱う場合にも、型の依存性に関し
て、λ

s/r
Π と同じ制約、すなわち、「型に現れる項は pure なもののみ」という制約が必要であると考

えられる。一方、名前呼びの言語に対する CPS 変換と型保存の証明は、値呼びの場合に比べて単
純になる。本稿で定義した CPS 変換において、@ を用いた関数適用や、[T-Cont] の提供する非
自明な同値性が必要であるのは、ある λ

s/r
Π の項 e の部分項 e′ が e の型に現れ、なおかつ e を評

価するときに e′ を評価しなければならない場合である（たとえば、e = e1 e′）。しかし、名前呼び
の言語では、部分項の実行が値呼びの言語ほど頻繁に起きないため、これらを必要とする場面が少
なくなる。実際、Bowman ら [9] の CPS 変換も、名前呼びの方が単純になっている。
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